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RESUMEN

Los algoritmos relacionados con la teoria de grafos han sido ampliamente
estudiados. Varios estudios se enfocan en la disminucion de la complejidad
temporal de estos algoritmos. Las técnicas utilizadas en este sentido,
generalmente se basan en reducir un grafo o el espacio de busqueda de solucion,
eliminando informacion redundante para el problema especifico que se desea
resolver. El proceso de reduccion de un grafo consiste en obtener grafos mas
pequefios (con menos Vvértices) que tengan las caracteristicas principales o
relevantes del grafo original. En el caso de la busqueda de caminos 6ptimos, los
algoritmos que hacen uso de la reduccion de grafos o del espacio de busqueda de
solucion, no garantizan la obtencion del 6ptimo en todos los casos. Lo mismo
ocurre en otros tipos de problemas tales como la reduccién de grafos en redes de
workflow, de computadoras, etc. En este trabajo se propone un algoritmo de
reduccion de grafos sin pérdida de informacién. La propuesta tiene una forma
flexible de especificar la manera en que se quiere reducir el grafo; por
consiguiente, puede ser utilizada en la solucién de varios tipos de problemas.

COMUNICACION CORTA

Introduccién

Varios algoritmos sobre grafos tienen un elevado costo computacional; algunos de
ellos son diseflados para resolver problemas NP o NP-Duros. Por consiguiente, se
le presta especial atencion a la reduccién de la complejidad computacional de
estos algoritmos.
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Una de las estrategias que se han utilizado consiste en reducir el grafo teniendo
en cuenta el problema que se esta solucionando. En [?] se realiza una revision de
algoritmos que reducen grafos, concluyendo que varios de estos algoritmos de
reduccion estan enfocados en mantener las caracteristicas relevantes de grafos
que representan diferentes realidades. Ademas, el estudio arroja que estos
algoritmos eliminan o no consideran informacion que no es necesaria para
resolver un problema especifico, pero que puede ser indispensable para resolver
otros problemas, por lo que su uso no puede ser generalizado para distintos tipos
de problemas.

Debido a esta situacion, en el presente trabajo se propone un algoritmo de
reduccion de grafos sin pérdida de informacion, que pueda ser utilizado en la
solucién de varios tipos de problemas.

Reduccion de grafos sin pérdida de informacién
Las definiciones de regla de reescritura de grafos, grafo reducido y grafo reducido
a partir de un grafo fueron enunciadas en [?] por los autores del presente trabajo.

El algoritmo de reduccion disefiado se considera el principal aporte de la
investigacién ya que reduce un grafo sin que exista pérdida de informacién en el
proceso, lo que contribuye a realizar analisis sobre el grafo reducido y obtener los
mismos resultados que se obtienen en el grafo sin reducir. Ademas, el hecho de
que no exista pérdida de informacion hace posible su uso en la reduccion de
varios tipos de grafos. El pseudo-cédigo para reducir un grafo se muestra en el
Algoritmo 1.

La complejidad del algoritmo de reduccion enunciado, en el peor de los casos, es
O(n?ymlg (n— \/n)).

Algoritmo 1 ReducirGrafo

Entrada: Un grafo & = (V, E, f, i), donde R es un conjunto de reglas de reescritura, posiblemente vacio y una particién P
sobre el conjunto de vértices V'
Salida: Un grafo ponderado reducido que representa el mapa
1: P = RefinarParticion(G, P),Vy = ConstruirV ertices Reducidos{ P), Ey = ConstruirAristas(P, )
2: Ry = ConstruirReglas Reescritura(P, G), fr =¢

3: Para todo A; € P, |4;| > 1 hacer

hn

Caleuwlar f(G, Re[Ad .Gy, Be[A:].Gy, fr) {Calcular el costo de pasar por el vértice reducido correspondiente a A; € P.}

Fin Para

o

6: Crear el grafo reducido Gy = (Vy, Er, fr, Be)

Retornar &r

Para probar la correccion de los algoritmos disefiados se enunciaron y
demostraron varios lemas y teoremas [?]. A continuacion se enuncian el teorema 'y
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el corolario que garantizan que el algoritmo de reduccion disefiado es correcto y
no presenta pérdida de informacion.

Sean G un grafo y RE una relacion de equivalencia que define una particién
P =V=RE = (A1 A, As) sobre el conjunto V de vértices de G.

TEOREMA 1. Sea G = (Vi, By, fr, By) un grafo reducido a partir del grafo G = (V. E, f.R) v la

relacion de equivalencia RE, sise aplica la regla de reescritura R, = (({v;}, @), i‘.j Ej-‘ fj. I?j- ), Wins Waut )+
asociada al vértice v € V;. sobre el grafo G, se obtiene un grafo G| = (V/!, E], f/, R].) v se cumple
que siendo v; € V,., Yo € Vj, tal que (v, i) € RE, [(v;,vp) € B — (v, 1) € B

COROLARIO 1.1. Sea G; = (Vi, E,, f;, Ry) un grafo reducido a partir del grafo
G =V, E, f, R) y la relacién de equivalencia RE, si se aplica el conjunto de reglas
de reescritura R;, asociadas a los vertices reducidos del grafo G,, se obtiene el
grafo G = (V, E, f, R) a partir del cual se redujo G;.

Aplicaciones

Una aplicacion de los grafos reducidos se puede encontrar en el analisis de redes. En el
Algoritmo 2 se muestra el pseudo-codigo del algoritmo de Dijkstra modificado para realizar
busquedas de caminos Optimos en grafos reducidos. Este algoritmo es otro de los
principales aportes del presente trabajo [?], ya que garantiza la obtencion de un camino
optimo en el grafo reducido, de igual costo que el camino Optimo encontrado por el
algoritmo de Dijkstra en el grafo original.

Se pudo comprobar que la complejidad temporal del algoritmo modificado es del
mismo orden que el algoritmo original O(n Ig(n)). Note que el tamafio de la
instancia (la cantidad de vértices del grafo reducido) puede ser sustancialmente
menor que en el caso del algoritmo de Dijkstra, siendo mas eficiente la busqueda
de caminos Optimos en grafos reducidos.
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Algoritmo 2 M Dijkstra

Entrada: Un grafo ponderado reducido & = (V, E, f, R) v un vértice de origen Vorigen
Salida: Vector Dy de distancias minimas, vector Prn de predecesores

1: € = {}, cola = {} {La variable cola representa una cola con prioridad}

2: Para todo v £ V' hacer

3: Dip[v] = f[“c‘ﬂy.f:n- Vorigen, v), Pro[v] = Usrigen

4 Adicionar(cola,v, Dr[v]) {Se adiciona el vértice v tomando como prioridad la distancia hasta el mismo.}
4 Fin Para

6: Mientras !Vacia(cola) hacer

T wy, = Extraer(cola), Cnp = Cp U {wn}

8: Para todo v € Adyacentes(wn ) hacer

9: Si Dyfv] = Dn[Prafwa]] + f(Prafws], we,v) entonces

10: Dyv] = Dy[Pralwy]]l + f(Profwg], wa,v), Prap[v] = wy

11: DecrementarLlave(cola, v, Dg[v]) {8i Dy[v] e2 menor que la prioridad de v en la cola se modifica la prioridad. }
12: Fin Si

13: Si v es reducido entonces Actualizar distancia y predecesor de cada vértice adyacente a v utilizando la funcidn f

14: Fin Para

15: Fin Mientras

Se demostré que el camino 6ptimo obtenido con este nuevo algoritmo sobre un
grafo reducido, tiene el mismo costo que el camino obtenido al aplicar el algoritmo
de Dijkstra sobre el grafo original, para ello se enuncié y demostrd el siguiente
teorema.

Sean G = (V, E, f¢) un grafo, G, = (V,, E,, f) un grafo reducido obtenido a partir del
grafo G, d,, la distancia obtenida luego de aplicar el algoritmo de Dijkstra sobre un
grafo y Dy, la distancia obtenida luego de aplicar el Algoritmo 2 sobre un grafo
reducido.

TEOREMA 2. Sea Ca = (v1,...,vy) un camino de costo ¢, obtenido al aplicar el algoritmo Dijk-
stra sobre el grafo &7, donde v v v,, son vértices no reducidos en el grafo &, entonces 3Ca" =

(u1,uz,..., 1) de costo ¢, w1 = v1, ug = vy, tal que C'a’ es un camino Gptimo en Gi.

COROLARIO 2.1. Sea C'a = (v1,...,vy) un camino obtenido aplicando el algoritmo de Dijkstra
en el grafo G, Vi € {1.2....,n} tal que Cali] es un vértice no reducido en G, se cumple que

Dy_1(Cali]) = dy—1(Cali])

La basqueda de caminos Optimos puede ser utilizada ademas, en Sistemas de
Informacidén Geografica como se muestra en [?].
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El valor préactico del algoritmo de reduccion disefiado no se limita al entorno del
analisis de redes, sino que puede ser aplicado para resolver otros tipos de
problemas en los que aparece un grafo con determinada complejidad y resulta util
obtener un grafo reducido, sin que se pierda la informacion contenida en el grafo
primario. Tal es el caso del Disefio Racional en Ingenieria Mecénica.

En la practica los ingenieros e investigadores, durante el proceso de disefio,
dividen los modelos matematicos en diferentes sub-modelos. Un ejemplo de
aplicaciébn en el caso anterior, se puede apreciar al aplicar el algoritmo de
reduccion de grafos al modelo de unas pinzas de friccion [?], como se muestra en
la Figura 1. La representacion compacta obtenida en la Figura 1(b) le permite al
ingeniero una mejor interpretacion del modelo en cuestion.

| |

SR —

marsori_ Ve gar ok

oo = PP (s

(a) Grafo del modelo. Tomado de [7] (b) Grafo reducido teniendo en cuenta los sub-modelos
Figura 1. Ejemplo de reduccion de grafos.

Conclusiones

Como resultado del presente trabajo se obtuvo un algoritmo de reduccion de
grafos sin pérdida de informacion. El hecho de que no presenta pérdida de
informacion implica que puede ser utilizado en diversos ambitos. En base a los
resultados obtenidos se arribo a las siguientes conclusiones:

1. El algoritmo de reduccién de grafos disefiado como parte de esta investigacion
garantiza que no se pierde informacion en el proceso de reduccion. Ademas, se
demostré que un grafo reducido se puede utilizar para resolver el problema de la
busqueda de caminos 6ptimos.

2. Con las demostraciones de correccion realizadas se garantiza que el Algoritmo
2 (MDijkstra), en grafos reducidos, obtiene caminos de igual costo a los obtenidos
por el algoritmo de Dijkstra en los grafos sin reducir.

3. Haciendo uso de grafos reducidos se garantiza escalabilidad respecto al
tamafo del grafo sobre el que se realiza el analisis.

4. La generalidad del algoritmo de reduccion propuesto radica en la posibilidad de
su aplicacion en distintos tipos de redes, asi como en el Disefio Racional en
Ingenieria Mecanica.
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