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Resumen

El andlisis de Clifford, usando algebras de Clifford nombradas asi después de William
Kingdon Clifford, es el estudio de operadores del tipo Dirac en andlisis y geometria. El
ejemplo mas basico de un operador de Dirac es el operador de Cauchy Riemann. En 3
y 4 dimensiones el analisis de Clifford es llamado en ocasiones analisis quaternidnico.

Por mas de un siglo, el analisis cuaternidénico ha probado ser una eficiente herramienta
para tratar una amplia clase de problemas de frontera en casi todas las ramas de la
fisica y la ingenieria, por ejemplo, en electromagnetismo, Optica, elasticidad, dinamica
de fluidos, hidroacustica y geofisica.

En particular, en una serie de trabajos, se ha utilizado el analisis cuaternidénico para
estudiar las ecuaciones de Maxwell armoénicas en el tiempo (monocromaticas). Deben
mencionarse también varios trabajos dirigidos a la investigacion de las ecuaciones de
Helmholtz y de Beltrami a partir de un enfoque hipercomplejo y explotando la
posibilidad de factorizacion de estos operadores (al igual que lo fuera para el operador
de Laplace) en términos del operador de Dirac. Sin embargo, debe hacerse notar que
el estudio de problemas de frontera de estos modelos fisicos ha estado esencialmente
confinado a dominios con fronteras suficientemente suaves y dominios de Lipschitz en
el peor de los casos.



Resulta motivante e importante salir del marco que imponen estas restricciones
geométricas por el interés que despiertan, tanto desde el punto de vista puramente
matematico como del asociado a las diversas aplicaciones que puedan generarse a
partir de la busqueda de sus soluciones.

La naturaleza geométrica de las fronteras de los dominios del mundo real suele ser
mucho mas complicada que la asumida a través de los modelos clasicamente
considerados en la literatura. En esta propuesta se debilitan sustancialmente estas
restricciones geométricas y se ofrecen alternativas para el estudio de problemas de
frontera asociados a las ecuaciones de Maxwell, Helmholtz y Beltrami.

El presente trabajo se resume en 16 publicaciones en revistas internacionales, 11 de
las cuales son revistas indexadas por el ISI-Web of Science con alto indice de impacto
y publicadas entre los afios 2014 y 2015, fruto de la colaboracion de los autores
principales de la propuesta con especialistas de Bélgica, México, Portugal, Rusia y
Turquia.

El resultado presentado tiene antecedentes en las investigaciones del Grupo Cubano
en Analisis Complejo, Hipercomplejo y de Clifford, premiadas por la ACC, en los afios
2000, 2003, 2006, 2009 y 2012, pero el mismo constituye una contribucién
significativamente nueva con una importante incursion en problemas de las ciencias
fisicas, mostrando una vez mas las posibilidades de aplicacibn de las técnicas
elaboradas en el Andlisis de Clifford.

Comunicacion corta

Introduccion
Como parte de esta propuesta se explota la conexion entre los campos
electromagnéticos y las funciones cuaternionicas

a-hiperholomorfas. Aunque se restringe la discusion para el caso monocromético, de
gran importancia en la propagacion de ondas y otras muchas ramas de la fisica, existen
razones suficientes para esperar que el método elaborado se aplica a una gran
variedad de situaciones.

En el caso tiempo-arménico con dependencia temporal dada a través de e ™!, las ecuaciones de
Maxwell para el campo electromagnético se reducen a las signientes ecuaciones para sus amplitudes
complejas F v H

curl H = —iweE + 5 (1)
curl E = iu;pg (2)
divE = ,rt} (3)
divH =0 (4)

Aqui £ y g denotan la permitividad y permiabilidad absolutas del medio, v las cantidades p v 7
que caracterizan las fuentes, dependen solo de las variables espaciales. En realidad, las magnitudes
oy 7 estan conectadas por la relacién

div 7 = iwp.



Kravchenko desarrollé un método para reducir el sistema de ecuaciones de Maxwell (1)-(4) a las
ecuaciones equivalentes
D_,g=divi+aj (5)

Dot = —divj +aj, (6)

donde § = —iwsE + aH, ¥ = iweE + aH y a = w,/Ef es el llamado niimero de onda.

La téenica de Kravchenko no puede ser usada en el caso de considerar una frontera irregular,
pues la misma descansa esencialmente en la posibilidad de utilizar la transformada de Cauchy
subyacente al analisis cuaternionico, v esta ultima no esta definida en fronteras fractales.

Una clase de fronteras en las que es posible mediante otras técnicas abordar problemas de
contorno para las ecuaciones de Maxwell, es la dada a través de la condicion de d-sumabilidad:

1
f Nr(1) i1l dr < 20,
0

donde Np(7) denota el niimero minimo de bolas de radio 7 necesarias para cubrir I'.

Es importante remarcar que en estas fronteras se contiene una amplia clase de conjuntos fractales
como las curvas de Koch v sus versiones multidimensionales.

En el caso 3-dimensional, particularmente importante, se puede seguir una construceion similar
a la clasicamente desarrollada en el caso plano y producir un copo de nieve de Koch K en B3 con
frontera fractal 9K de dimension de Hausdorff

loz 6
log 2

= 2:5849625007211561814537389430478 . ..

Consecuentemente, esto implica que K es d sumable para

_logh

| = + £,
log 2 '

siendo £ = 0 arbitrario.
El siguiente teorema resume el principal resultado obtenido en esta propuesta sobre el problema

de Dirichlet para las ecuaciones de Maxwell monocromaticas en dominios con frontera fractal d-
sumable.

Teorema 1.1 Sean p yjen L¥(Q)) (p = 3). Sean ademads & y b funciones vectoriales complejas en
Co(T) y
d

-3

= min{v, P

Si existe el par de campos vectoriales E y H, ambos en C™(QUT), tales que satisfacen en £ las
ecuaciones de Mazwell monocromdticas (1)-(4) y sobre T las condiciones de frontera

Elr':é., H|FZH: (7}

entonces

Too Dol —iweé + ah)lr = Ta(divi + af)|r. (8)

Se(Ta Dea(—iweé + ah)) = Se(T-a(divi + o)) in O 9)



'I;'t Df.\("-"‘;‘l—'_(-—:‘_ Qﬁjll’ = 'Eli_divj_ (-I'_T:Ill' H“J
Se(T o D_oliweé + r.rﬁ.}} = Se(T_o(—divy + aj)) in Q (11)

Agui T, denota el operador de Teodorescu definido por:

Tau(z) = /EQU_;—1}-:1@](}'.1-’{3}
0

Por otro lado, si (8)-(11) se satisfacen, entonces los campos vectoriales

E= (;_ %{"WC{T\ Do +Ta ‘D—ﬁ“\(_v] L {-1'{7_—(.1 D ., -7, Dn”";_"‘J -
~(Ta + T-a)(div3) + a(Ta — T-a)(3)} (12)

—

= 1 - ) =
H=h- %{jm’f{‘r—n Dn - Tu_‘; D—QHFTJ - (.1'(']__.:_1 D—n + (Kl ij”ij -
—~(Ta — T=a)(divj) + a(Ta + T=a)(3)} (13)

satisfacen las ecuaciones de Mazwell (1)-(4) junto con las condiciones de frontera (7)

Separar las partes vectoriales en (12) y (13) nos permite reescribirlas en términos
puramente vectoriales. Las formulas resultantes pueden ser entendidas como una
reformulacion fractal de las famosas formulas de Stratton-Chu, las cuales poseen
multiples aplicaciones en diferentes tipos de problemas de frontera para las ecuaciones
de Maxwell.

En esta propuesta también se obtiene un analogo tridimensional de la férmula de
Cauchy en el caso de campos vectoriales electrostaticos asociados a la polarizacién de
un material dieléctrico, contenido en un dominio acotado por una superficie rectificable.
Los resultados se aplican en el calculo de la intensidad del campo eléctrico generado
por materiales dieléctricos y debido a una distribucibn de carga en dominios

volumétricos de R*.

Otro de los resultados a resaltar de esta propuesta es que se analiza el problema de
Dirichlet para el campo electromagnético en el caso de considerar un poligono curvo y
plano a través de una ecuacion de Dirac en coordenadas elipticas. La ventaja de esta
técnica consiste en el hecho de que las coordenadas elipticas utilizadas transforman la
poligonal curva a una poligonal limitada por segmentos rectos.

La difusion, difraccion y regularizacion de las ecuaciones de Maxwell por poligonales
curvas esta frecuentemente presente en la literatura sobre elecetromagnetismo. Estos
son ejemplos donde el enfoque presentado en la presente propuesta puede ser
aplicado.



Uno de los problemas tratados en esta propuesta incluye la factorizacién de la ecuacion

de Helmholtz a través del operador de Dirac modificado bidimensional Jag . La
consideracién de un problema no homogéneo de Dirichlet sobre dominios fractales
para este caso conduce al siguiente resultado:

Teorema 1.2 Sea ) un dominio de Jordan en R? con frontera d-sumable I', d €]1,2[. Ademads,
sead—1<v <1y asumamos G € C™(I,H(C)) y F € Ly(I",H(T)) de modo que v y p;;.z s0m

ambos mayores que ‘—Bf Si existe f € CO(T1,H(C)) solucion del problema de Dirichlet

Oao[f]=F, en 1, (14)
f=G, sobre T, (15)

entonces
Ko (G, y) = —Top [F(z.y), (x,y) €l (16)

Contrariamente, si (16) se satisface, entonces existe una funcion f € CO*(Q,H(CT)) (u < v) que
es solucion del problema 14-15.

Son ademas parte de esta propuesta algunas generalizaciones de este resultado para
el caso multidimensional (n > 2), donde se emplea el enfoque hermitico del analisis
cuaternionico y se ofrecen condiciones necesarias y suficientes para la solubilidad de
problemas de frontera del tipo Dirichlet para operadores matriciales de Dirac.

A modo de ejemplos, modernos aparatos con geometria plana fractal lo constituyen las
antenas fractales. Las primeras ideas relacionadas con estos aparatos fueron
propuestas hace mas de 15 afios, sin embargo la teoria electromagnética de estas
antenas no estd aun muy desarrollada. El enfoque tedrico que se ofrece en esta
propuesta puede ayudar a la comprension de estos problemas de importantes
aplicaciones précticas.

Los resultados principales estan contenidos en los articulos que se listan a
continuacién. Las referencias bibliograficas y las fuentes utilizadas estan
cuidadosamente documentadas en los mismos.
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